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Scopo: minimizzare la funzione f(x): QcR” — R
X =1{x1,...,xn} = condigurazione o stato del sistema
f(x) = eneraia del sistema

In generale mokti minimi locali.

—— esempio f(x)
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Simulated Annealing

Scopo: minimizzare la funzione f(x): QcR” — R

Un alaoritmo che usa le fluttuazioni termiche in mececanica statistica classica

o Costruiamo una successione di conficurazioni x(0) — x(1) - x(2)
« x(0) random. x(K+1) aostruita da x(k) modificando a caso un elemento scelto a caso

o Af = F(x(kTD)) — £(x(K)) & Ia variazione di f

Se Af <0 accettiamo la nuova confiaurazione (6o down the hill...)

Se Af >0 accettiamo la Nuova configurazione purché Af

e introduciamo un parametro di controllo T >0 (temperatura)
estraiamo re U(0,1) random uniforme

accettiamo x(kt1) se r <e=Af/T

« DOPO N ITERAZIONI RIDUCIAMO T E PROSEGUIAMO (T-schedule)



Simulated Annealing

Scopo: minimizzare la funzione f(x): QcR” — R

Un alaoritmo che usa le fluttuazioni termiche in mececanica statistica classica

else
r= numero random in U(0,1)
Af =f(y)-f(x)>0
£ r<exp{—Af/T} then

T = Tstart
X = Xstart

while criterio di arresto non soddisfatto do

B it

iter from 1 to max-iter 4 :

o end i
y = Proposta vicina a x :
. end i$
i# f(y) < f(x) then

=)
=l (con a<1)

end while
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« Un tarellone 9 x 9 suddiviso in 9 reaioni 3x3
e 25:32 celle soNo inizialvmente piene (31 celle piene in figura, 81 -31 =50 celle vucte)
e Scopo del ioco: riempire tutte le celle vuote in modo tale che

oGNi riaa, colonna e/o reaione contenaa tutti | numerida 1a 9
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Calcolo erute force: 50 celle da riempire

Ogni cella pud contenere un numero 1,.. 9

4k soluzioni = 9%0 = 515377520732011331036461129765621272702107522001 = 5 x 1047
Su CRESCO6 (700 TFLOP/se) il tempo richiesto sareeee = 7.36 x 1032 sea

E-ta del’lUniverso: O(1017) sec
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Proviamo a risolvere attraverso simulated annealing

Asseaniamo ad oani riaa, ecolonna, reaione un punteaaio da 1 a 9

Il punteaaio conta le celle il cui contenuto & unico nella riaa, colonna, reaione
Punteaaio massimo: 9 x 9 x 3 =243

Definiamo l'eneraia di una configurazione E[conf.] =243 = ¥ x_iza colonna,regione PUnteggio(X)



. Soluzione in O(10%)+ O(10%) passi



. Soluzione in O(10%)+ O(10%) passi

o Tempo di calcolo O(10) sec su un PC con hardware raaionevole..



. Soluzione in O(10%)+ O(10%) passi

o Tempo di calcolo O(10) sec su un PC con hardware raaionevole..

e Soluzione facilmente verificagile
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Fluttuazioni Quantistiche

E’ possigile riformulare auantisticamente il Simulated Annealina in Modo da usare
leffetto tunnel al posto delle fluttuazioni termiche?

» Consideriamo un-Hamiltoniana H(t) dipendente dal tempo

o Introduciamo una scala temporale esterna 7, poniamo s=t/7 e definiamo
H(t)=H($)=H(s)

o Indichiamo con ey (s) e |k(s)) autovalori e autoket di H(s)
H(s)Ik(s)) = ex(s)IK(s))

« supponiamo di saper diaconalizzare H(0) e poniamo [7(0)) = [0(0))

o Il ket di stato [(s)) seaue lequazione di Schré dinaer
in (s = TH(s) ()

» Domanda: @uanto [i7(s)) differisce da |0(s))?



Teorema Adiaratico

Teorema

Se o stato fondamentsle delHamiltoniana H(s) & non decenere per s=0 e il sistema si trova

nello stato fondamentale per s=0, cice [i7(0)) =|0(0)), allora nel limite 7 — oo il vettore di stato
lv/(s)) ha $orma asintotica

(s)) = Y. ck(s)e ™) k(s)
k

dove
co(s)=1+6(r2)
so(5) = © [ A4(0) ~e MK 0Ol 4y (5)] +0 ()
3 (s
o / . i dH(s
0u5)= A, AS) = s (AT 2 0(s)



mimimo Cocale

reem s é-e(sx)
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Consideriamo un operatore Hamiltoniano della forma
H(s) = A(s) Hpriend + B(5) Htarcet

Heriend € Htarcet sONO indipendenti dal tempo

Hpriend € diaaonalizzagile esattamente

Htareet cOINcide con la funzione che vogaliamo minimizzare

0.25 0.50 0.75
S

Le funzioni A(s) e B(s) sono riportate in ficura

Prepariamo il sistema nello stato fondamentale di Hpyrong Per s=0
Lasciamo che il sistema evolva liBeramente per s>0

Se la variazione di A(s) e B(s) & sufficientemente lents, per il teorema adiagatico il sistema
rilassa allo stato fondamentale di Hisreet PEr s— 1
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o Lo spin (Momento anaolare intrinseco) & una variagile classica o = +1

o Consideriamo un reticolo 2-dimensionale di N atomi dotati di spin
H=-Yphox - XikJikoiok

e hy = c3MPO Maanetico esterno su atomo k
o Jj = costante d'accoppiamento atomi i e k

e 0={01,...,0y} = configurazione di spin
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2) Se {h, >0} e {Jy >0}, una contigurazione di minimo: o4 = {+1,+1,...,+1}

N Se {hy =0} e {Jy >0}, due configurazioni di mINIMO: {

3) Se {h, <0} e {Jjy >0}, una contigurazione di minimo: o_ ={-1,-1,...,-1}



Modello di Isina

72
39

Un modello per descrivere la transizione di fase ferromaanetica
Lo spin (momento anaolare intrinseco) & una variagile dassica o = +1

Consideriamo un reticolo 2-dimensionale di N atomi dotati di spin
H=-Yphox - XikJikoiok

hy = campo maanetico esterno su atomo k
Jix = costante d'accoppiamento atomi i e k

0={01,...,0} = configurazione di spin

oy ={+1,+1,...,+1}
o-={-1,-1,...,-1}
Se {hy >0} e {Jy >0}, una configurazione di minimo: o4 = {+1,+1,...,+1}

Se {hy =0} e {Jj >0}, due configurazioni di mINIMO: {

Se {hy <0} e {Jy >0}, una configurazione di minimo: o_ ={-1,-1,...,-1}

Se {Jy} ha entramgi | seani (vetri di spin), il mMINimo alogale &



Sistemi D-Wave

Un Sistema comprende 3 elementti:

o Un chip QPU (Quantum Processing Unit) che
implementa lalgoritmo di Quantun Annealing

¢« Uin computer convenzionale contenente un server di
front end detto SAPI (Solver Application

Proaramming Interface)

« Un sistema di Back end che comunica con la QPU
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Sistemi D-\Wave

o Fotoaratia di un chip Chimera 8 x 8 celle e di una singola cella contenente 8 Queit

e Ciascun Queit consiste di un doppio anello di niorio (NB) interrotto e controllato da due
aiunzioni Josephson

o La corrente pud $luire in senso orario o antiorario o in entramei | sensi

o |l flusso di corrente crea forze maanetiche rappresentate come spin-up O spin-down O una
loro comeinazione (sovrapposizione Quantistical

e Anche i couplers, che connettono coppie di QUBit, soNo costituiti da anelli di Niogio, tuttavia
essi hanno una circuiteria pil semplice dei Quait

e Pros + Cons



Topoloaia Chimera

Q O B e

ISE e

BT /ﬁ
Ll e o
R iﬁf

(sx) Layout fisico di queit e coupler; (dx) Rappresentazione di Queit ( ) e coupler (verd) come
nodi ed archi in un arafo Chimers;
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Dato un arafo non direzionato G=(V,E) ed un insieme di k coppie di nodi
H={(s1,t1),(52,t2),---,(Sk, tx )} = V x V, trovare un sottoinsieme di archi di cardinalitd minima E' < E,
la cui rimozione disconnette ciascuna coppia in H

o Per k=2, il proglema & P
o Per k>2,il proglema & NP — hard
e Se G é un aratfo ad algero, il proeglema rimane NP — hard

* Nellesempio a dx aBBiamO
G arafo ad algero
|V =20 k=10
H=1{(6,10),(2,18),(11,17),(14,19),(8,13),
(10,11),(3,5),(13,17),(7,14),(6,20) }




Applicazioni

o Telecomunicazioni
e Routing
o Proarammazione VLS|

o Partizionamento Circuitale
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Minimum Multicut

0 se e & rimosso

o Consideriamo l'arco e. Definiamo xe = o
1" se ‘e nen e FIMOSSO

o Sia p; il cammino che connette s; a t; (NB.: p; & unicod

« Sia p=Uk p
e Introduciamo la funzione da minimizzare

hg= hweight i hpena/ty
hweight = Zeep(l —Xe)

i k
hpenalty =Ap Zi:l He€p,- Xe

N

* hyeight € MINIMa se Nessun arco € rimosso

* hpenalty € Massima se nessun areo € rimosso

 Nellesempio precedente aggiamo (con Ap =10, numero di coppie di nodi da disconnettere):

hg=14—-x37-—F X3 x4 9% X6- X7 X8 X9 Xig X1 X2 Xis ' 967 10G06>ca T 107 10X e X9
+ 10x0x3x4Xx5x10X11 + 10x3x4 X8 + 10X0X3 X712 + 10X0 X6 X7 X8 + 10X2X12X13
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3 Proelemi da risolvere. ..

1. hg contiene accoppiamenti pit che @Quadratici
POssiamo ridurre hg ad un proglema QUEBEO

(Quadratic Unconstrained Pseudo-Boolean Optimisation)

hQuBo = Lk UkXk + Li<k €ikXiXk

2. hg dipende da variagili Booleane, non da variagili di spin

poNiamo xezh% [xe=0,1 & 0ge=-1,+1]

3. Gli accoppiamenti non rispettano la topoloaia Chinmera

il arafo G pud essere 'immerso’ nella topoloaia Chimera attraverso un
processo detto Minor Emeedding
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HDEA Il introduciamo variagili Booleane aaaiuntive in modo tale che

minxe{O,l}N liielb) = ’"i”xe{o,1}"/’ hQUBO(X) (M>N)

o Metodo di Freedman: si applica a8 termini necativi e richiede una sola Nuova variarile

- szle = minye0,1) W[(d_l)_zjdzlxj]
e Metodo di Ishikawa: si applica a termini positivi e richiede un numero L%J di nuove variasili
S1= Zj-il Xj, S2=Xisicjsd XiXj»

t(x) = Hi:jxj — espressione da ridurre
Wi=Sf,w, Wa=X5,(4j-1)w



R.iduzione ad un prorlema QUBO

HDEA Il introduciamo variagili Booleane aaaiuntive in modo tale che

minxe{O,l}N liielb) = minxe{o,l}M hQUBO(X) (M>N)

o Metodo di Freedman: si applica a8 termini necativi e richiede una sola Nuova variarile

- ﬁ:lxj = minye0,1) W[(d—l)—ZJd:lXj]

e Metodo di Ishikawa: si applica a termini positivi e richiede un numero L%J di nuove variasili

Sit= Zj’zl Xj, 52 =Y1si<j=d XiXj»
t(x) = ]‘[i:jxj — espressione da ridurre

Wi=Sf,w, Wa=X5,(4j-1)w

( ) 52+minW€{0,1)k {W2—2W151} sede pari,
t(x)=

52+minW€{O,1}k {W2—2W151+Wk(51—d+ l)} se d e dispari.



Esempio

hquso

14 —x1 —x0 — x3— X1 +9X5 — Xg = X7.— X8 — X9 — X0 = X111 = X190~

Xx13 +9x14 +20x6x7 + 10x7 X2 + 10x7 X3 + 10x7 X4 + 30x0Xx3 + 20Xx0%4 +
30x3x4 +30x15 —20x7 X15 — 20x0 X715 — 20x3 X715 — 20X4 X715 + 20X X8 +
10xgxg + 10xgxg + 10x16 — 10xgx16 — 10xgx16 — 10xg X716 + 10Xx0 X5 +
10xpx70 + 10xpx11 + 10x3x5 + 10x3x70 + 10x3x77 + 10X4 X5 + 10X4 %70 +
10xax71 + 10x5x70 + 10x5x71 + 10x70X71 + 30x77 + 70x18 — 20X0 X717 —
20x3x17 —20x4x17 — 20x5x17 — 20x10X17 — 20X711 X717 — 20X2X18 —
20x3x18 —20x4x18 — 20x5x18 — 20x10%18 — 20x711 X18 + 10X3 X8 + 10X4 X8 +
10x19 — 10x3x19 — 10x4x19 — 10xg X719 +20x2Xx72 + 10x3Xx12 + 10x00 —
10x2x00 — 10x3x00 — 10x12X20 + 10x2 X6 + 10x0Xx7 + 10x0xg + 10x7 X8 +
30x21 —20x2x21 —20xgx21 —20x7x21 —20xgx27 + 10x5x713 + 10x70X713 +

10x20 — 10x2x22 — 10x72 X022 — 10x13X22

9 nuove variaegili!
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» La QPU di un Sistema D-Wave definisce un arafo 4y con Mx N celle, ciascuna
contenente 2L Queit

o Gli accoppiamenti dellHamiltoniana di Isina ottenuta dalla riduzione QUBO + spinificazione
definiscono un arafo Yy,

o In @enerale non e possigile trovare un sottoarafo & c ¥y, che sia isomorso a YGising

WIDEA I Ciascun vertice in 9., viene mappato ad un sottoalkero connesso di aueit che
rappresenta una variagile loaica

Dato un arafo Chivera ¥y di size (M,N,L) e un arafo logico
Yising = (Vising: Elsing ), trovare un sottoarafo G c 9y, tale che

1) diascun vertice je€ Vg, venaa mappato ad un sottoslkero connesso T;c Gy y,L

2) ciascun areo (i,)) € Ejsjpe VeN&a mappato ad alveno un coupler in %y







e 23 nadi (14 iniziali + 9 aaaiunti)

e 51 Queit utilizzati!



¢ Quando un proelema di Ising viene sottomesso con un certo numwero di readout, esso
ritorna una lista di configurazioni di spin con relativa eneraia, ordinate da eneraia minima ad
eneraia massima

o |l simulatore pud anche ritornare la frequenza di ciascun livello eneraetico osservato
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Un nuovo paradiama computazionale

Non tutti | proelemi possono essere trattati

Non é chiaro in @uale misura Quantum annealing su Quantum computer
rispetto ai migliori algoritmi su supercomputer classici

Attualmente solo proelemi di size piccola

Mapping su topoloaia Chimera Quasi mai one—to-one



