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Jennifer Tour Chayes
(Managing Director and Distinguished Scientist at Microsoft Research New England)

ha tenuto una Conference Keynote a ISC 2017 (Francoforte).

In questo seminario discutiamo le sue slides (...ed altro...)
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Chi è Jennifer Tour Chayes?
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Aree di ricerca

Filippo Palombi (ENEA) 27.11.17 ENEA C.R. Frascati Reti complesse in Microsoft



presentazione slides 1 pagerank graphons presentazione aree di ricerca metodologia

https://en.wikipedia.org/wiki/Jennifer_Tour_Chayes
The Theory Group analyzes fundamental questions in

theoretical computer science using techniques from statistical
physics and discrete mathematics. Chayes opened Microsoft

Research New England in July 2008 with Christian Borgs.

https://www.microsoft.com/en-us/research/people/jchayes/
Chayes lives with her husband, Borgs, who also happens to be

her principal scientific collaborator. In her spare time she
enjoys overworking.
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Modelli di rete

Modelli statici

Grafi di Erdős-Rényi
dati n nodi, li si connettono a coppie con prob. p)

Modelli a blocchi stocastici
dati n nodi, li si dividono in gruppi Ck e si connettono i nodi nei gruppi (Ci ,Ck ) con prob. pi k

Modelli dinamici (o di crescita)

Reti di Barabási-Albert
preferential attachment (rich gets richer)

Reti con parametri di fitness
non sempre i nodi più vecchi sono quelli di maggior successo
(cfr. Google vs. Altavista)... si introducono parametri di fitness (fit gets richer)

Reti basate sulla teoria dei giochi
prima di aggiungere un nuovo sito la rete attuale trova un equilibrio
sulla base di parametri di fitness in competizione
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L’algoritmo PageRank (PR) - 1996

Larry Page & Sergey Brin

La parola Google è la versione “storpiata" di Googol

1 Googol = 10100 è una quantità introdotta dal matematico Edward Kasner nel 1940 nel
suo libro “Mathematics and Imagination”

La parola Googol era stata inventata dal nipote di Kasner nel 1920 all’età di 9 anni.

La scelta del nome Google è associata all’eccellente scalabilità dell’algoritmo PR

Supponiamo di avere un grafo G = (V ,E) direzionale con nodi V = {A1 , A2 , . . . , AN }

Assegnamo a ciascun nodo Ak un rango 0 ≤ PR(Ak ) ≤ 1

Definiamo i ranghi implicitamente attraverso le equazioni

PR(Ak ) = 1−d

N
+d

∑
A∈M(Ak )

PR(A)

L(A)
, k = 1. . . , N

0 ≤ d ≤ 1 è una costante decisa a priori

M(Ak ) è l’insieme dei nodi A che puntano ad Ak

L(A) è il numero di archi uscenti da A

Filippo Palombi (ENEA) 27.11.17 ENEA C.R. Frascati Reti complesse in Microsoft
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Esempio

A1 → A2, A4

A2 → A4

A3 → A1, A2, A4

A4 → A2, A3

L(A1) = 2

L(A2) = 1

L(A3) = 3

L(A4) = 2

M(A1) = {A3}

M(A2) = {A1, A3, A4}

M(A3) = {A4}

M(A4) = {A1, A2, A3}

PR(A1) = 1−d

N
+d

PR(A3)

3

PR(A2) = 1−d

N
+d

[
PR(A1)

2
+ PR(A3)

3
+ PR(A4)

2

]
PR(A3) = 1−d

N
+d

PR(A4)

2

PR(A4) = 1−d

N
+d

[
PR(A1)

2
+PR(A2)+ PR(A3)

3

]

Fissiamo d = 0.85

Soluzione:

PR(A1) = 0.095673 PR(A2) = 0.304150

PR(A3) = 0.205316 PR(A4) = 0.394861

N.B.: PR(A1)+PR(A2)+PR(A3)+PR(A4) = 1
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Proprietà ∑
A∈V

PR(A) = 1

Dimostrazione
Partiamo dalla formula generale

PR(A) = 1−d

N
+d

∑
B∈M(A)

PR(B)

L(B)

Sommiamo ambo i membri su tutti i nodi della rete:

∑
A∈V

PR(A) = (1−d)+d
∑

A∈V

∑
B∈M(A)

PR(B)

L(B)

Per valutare la doppia somma, consideriamo un certo nodo B ∈V e cerchiamo di capire quante
volte B entra in gioco. Evidentemente B compare in corrispondenza di ciascun nodo Ak per cui
B ∈ M(Ak ). Cioè B compare esattamente L(B) volte nella doppia somma. Ne consegue

∑
A∈V

PR(A) = (1−d)+d
∑

B∈V
PR(B) ,

da cui segue la proprietà enunciata.
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Interpretazione geometrica di PR

Si consideri un random walk sulla rete

Lo spostamento da un nodo A avviene lungo uno dei link uscenti da A con ugual
probabilità

Se il nodo A non ha link uscenti, si riparte da un nodo qualunque scelto con ugual
probabilità

Si può dimostrare che:

frazione di tempo trascorsa sul nodo A
t→+oo→ PR(A)
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Implementazione numerica di PR

calcoliamo {PR(A)}A∈V ricorsivamente

indichiamo con t = 0,1,2, . . . l’indice di ricorsione e con {PRt (A)}A∈V i ranghi al passo t

inizializziamo i ranghi in modo uniforme

PR0(A) = 1

N
, A ∈V

quindi computiamo

PRt+1(A) = (1−d)+d
∑

B∈M(A)

PRt (B)

L(B)
, A ∈V

fino a convergenza, cioè fino a quando

√ ∑
A∈V

|PRt+1(A)−PRt (A)|2 < ε

per ε prefissato, per es. ε= 1.0×10−8.
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Una rete direzionale di Erdős-Rényi con N = 1000 e p = 0.01

Il colore appartiene ad una scala che va dal bianco (PR = 0) al verde intenso (PR = 1)

Anche la dimensione dei nodi (cerchietti) cresce con il relativo PR

I valori di PR sono stati normalizzati col max. valore osservato
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Una rete direzionale di Barabási-Albert con N = 1000 ed m = 10 (p = 0.01)

Il colore appartiene ad una scala che va dal bianco (PR = 0) al verde intenso (PR = 1)

Anche la dimensione dei nodi (cerchietti) cresce con il relativo PR

I valori dei PR sono stati normalizzati col max. PR osservato
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Considerazioni su PR

L’ordinamento prodotto da PR è globale sul WWW

La qualità dell’output di PR dipende dalla topologia della rete

Se il WWW fosse una rete di ER, PR non funzionerebbe

Connessione profonda tra Google e la struttura scale-free di Internet

Esistono strategie per alterare il PR di un nodo sul WWW complessivamente note come
spamdexing, search engine spam, search engine poisoning, black-hat SEO, search spam
or web spam (es. link farms, cloaking, etc.)
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Domande:

Come si campiona una rete di grandi dimensioni?

Come si ricostruisce una rete di grandi dimensioni?

Due tipi di reti:

grafi densi

grafi sparsi

Introduciamo il grado medio (numero medio di primi vicini per nodo): 〈d〉 = 2|E |
|V |

Un grafo si dice denso se nel limite termodinamico (|V |→+oo) ∃c > 0: 〈d〉→ c|V |
Un grafo si dice sparso se nel limite termodinamico ∃c > 0: 〈d〉 < c

Quello che segue si applica essenzialmente ai grafi densi (per il momento...)
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Modello di crescita con attachment uniformemente random

Consideriamo inizialmente un singolo nodo

Al passo n-mo aggiungiamo un nuovo nodo alla rete

Al passo n-mo linkiamo ciascuna coppia di nodi con probabilità 1/n

Otteniamo un grafo denso.
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Prendiamo la funzione W (x, y) = 1−max(x, y)

Nel limite termodinamico la rete è rappresentata da una singola funzione, detta grafone
(graphon)

N.B.: W (x, y) è definita a meno di mappe biiettive che lasciano invariata la misura
La convergenza al graphon è un teorema del limite centrale per reti
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Campionamento

Supponiamo di conoscere il graphon W (x, y) di una rete (dobbiamo immaginare che la
rete empirica appartenga ad una sequenza crescente)

Vogliamo ottenere un campione della rete di size n

Estraiamo numeri random 0 ≤ xk ≤ 1, k = 1, . . . ,n con distribuzione uniforme in [0,1]

Disegnamo n nodi e connettiamo i nodi ` e k con prob. W (x` , xk )

Si può dimostrare che il campione ottenuto è consistente, cioè ha proprietà simili al grafo
di partenza

Ricostruzione

Supponiamo di conoscere il graphon W (x, y) di una rete di size n

Vogliamo aggiungere nodi m alla rete e connetterli in modo tale da non alterare le
proprietà della rete rispetto al graphon

Estraiamo numeri random 0 ≤ xk ≤ 1, k = 1, . . . ,n +m con distribuzione uniforme in [0,1]

Aggiungiamo m nodi al grafo, inizialmente sconnessi

Per ogni coppia (i , j ) dove 1 ≤ i ≤ n e n +1 ≤ j ≤ m, connettiamo (i , j ) con prob. W (xi , x j )

Per ogni coppia (i , j ) dove n +1 ≤ i , j ≤ m, connettiamo (i , j ) con prob. W (xi , x j )

Si può dimostrare che la rete ottenuta è consistente, cioè ha proprietà simili alla rete di
partenza
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Esempio: collaborative filtering

Molte compagnie di servizi on-line costruiscono una rete bipartita utenti-prodotti

Ad ogni (utente,prodotto) è associato un rating se il cliente ha acquistato il prodotto

La rete ha dimensioni molto grandi (si pensi ad Amazon, YouTube, etc.)

La matrice di adiacenza ha molti vuoti, cioè è largamente ignota rete sparsa

Si può stimare il graphon W (x, y) della rete ed effettuare una ricostruzione

A quel punto le compagnie hanno un modo per suggerire prodotti nuovi ad utenti
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