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Perché modi�care la GR?

1. Ottenere teoria rinormalizzabile

2. Correzioni quantistiche implicano azione e�ettiva a basse
energie contenente invarianti di ordine superiore

3. Curare le anomalie in cosmologia e astro�sica: espansione
accelerata (dark energy), formazione e stabilità delle
strutture e altri e�etti dinamici (dark matter)

4. Rimozione problema della singolarità (iniziale e/o buco
nero)

5. Escludere modelli alternativi non compatibili porta a
conoscere più profondamente la teoria standard
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Caso standard

I Azione di Einstein-Hilbert

SEH =
1

2κ

∫
d4x
√
−g R+ SM (gµν , χM ) κ =

8πG

c4

I Equazione di campo (variazione rispetto a gµν)

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν

I Traccia

−R = κT

Relazione algebrica
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f(R) metriche

I Azione f(R)

Sf =
1

2κ

∫
d4x
√
−g f(R) + SM (gµν , χM )

I Equazione di campo (IV ordine)

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν +

(
gµν2−∇µ∇ν

)
f ′(R) = κTµν

I Traccia

f ′(R)R− 2f(R) + 32f ′(R) = κT

Relazione di�erenziale
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Equazione di Friedmann modi�cata

I Assumendo metrica FLRW e Tµν = 0

H2 =
κ

3
ρeff

ä

a
= −κ

6
[ρeff + 3Peff ]

ρeff =
Rf ′ − f

2f ′
− 3HṘf ′′

f ′

Peff =
Ṙ2f ′′′ + 2HṘf ′′ + R̈f ′′ + 1

2 (f −Rf ′)
f ′

weff ≡
Peff
ρeff

= −1 =⇒ f ′′′

f ′′
=
ṘH − R̈

(Ṙ)2
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Limite Newtoniano modi�cato

I Campo debole + derivate temporali trascurabili +
analiticità di f(R) in R = 0

f(R) = R+ αR2 + βR3 + · · ·

I Potenziale Newtoniano φ (simmetria sferica)

φ(r) = −GM
r

+
C e−mr

r
m = (6α)−

1
2
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Formulazione scalar-tensor

I De�nizione campo scalare e invertibilità

ξ ≡ f ′(R) f ′′(R) 6= 0 ⇒ R = R(ξ)

I Azione scalar-tensoriale

Sξ =
1

2κ

∫
d4x
√
−g (ξR− V (ξ)) + SM

V (ξ) ≡ ξR(ξ)− f(R(ξ))
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I Equazione di campo (II ordine)

Gµν −
1

ξ
(∇µ∇ν − gµν2) ξ +

1

2ξ
gµνV (ξ) =

κ

ξ
Tµν

I Variazione rispetto a ξ

R = V ′(ξ)

I Traccia
32ξ + 2V (ξ)− ξV ′(ξ) = κT

F. Moretti , F.Bombacigno, G.Montani

Gravitational wave polarizations in metric f(R)-gravity



Gravità modi�cata: le teorie f(R) Onde gravitazionali Fenomenologia

I Equazione di campo (II ordine)

Gµν −
1

ξ
(∇µ∇ν − gµν2) ξ +

1

2ξ
gµνV (ξ) =

κ

ξ
Tµν

I Variazione rispetto a ξ

R = V ′(ξ)

I Traccia
32ξ + 2V (ξ)− ξV ′(ξ) = κT

F. Moretti , F.Bombacigno, G.Montani

Gravitational wave polarizations in metric f(R)-gravity



Gravità modi�cata: le teorie f(R) Onde gravitazionali Fenomenologia

I Equazione di campo (II ordine)

Gµν −
1

ξ
(∇µ∇ν − gµν2) ξ +

1

2ξ
gµνV (ξ) =

κ

ξ
Tµν

I Variazione rispetto a ξ

R = V ′(ξ)

I Traccia
32ξ + 2V (ξ)− ξV ′(ξ) = κT

F. Moretti , F.Bombacigno, G.Montani

Gravitational wave polarizations in metric f(R)-gravity



Gravità modi�cata: le teorie f(R) Onde gravitazionali Fenomenologia

Risultati generali

1. Per evitare instabilità temporale f ′′(R) > 0 [Dolgov,
Kawasaki 2003]

2. Modello f(R) = R+ αR2: in�azione [Starobinski 1979]

3. Test sul sistema solare indicano α ≤ 10−9m2 [Berry, Gair

2011]

4. Modello f(R) = R1+δ può riprodurre curve di velocità delle
galassie [Böhmer, Harko, Lobo 2008]

5. Necessario chameleon mechanism per riprodurre dark
energy e superare weak �eld test [Khouri, Weltman 2004]
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Teoria linearizzata

I Piccola deviazione da Minkowski

gµν = ηµν + hµν |hµν | � 1

I Espansione di Taylor per f(R) vicino a R = 0 (Minkowski)

f(R) ' R+ αR2 +O(R3)

I Equazione di campo

R(1)
µν −

1

2
ηµνR

(1) − 2α (∂µ∂ν − ηµν2)R(1) = κTµν

I Traccia (
2−m2

)
R(1) = m2κT m2 ≡ 1

6α
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I Decomposizione hµν

h00 = 2φ

h0i = βi + ∂iγ

hij = hTTij +
1

3
Hδij + ∂(iεj) +

(
∂i∂j −

1

3
δij4

)
λ

I Vincoli

∂iβi = 0

∂ihTTij = 0

ηijhTTij = 0

∂iεi = 0

I Combinazioni gauge invarianti

Φ = −φ+ γ̇ − 1

2
λ̈

Θ =
1

3
(H −4λ)

Ξi = βi −
1

2
ε̇i
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I Decomposizione Tµν

T00 = ρ,

T0i = Si + ∂iS,

Tij = σij + Pδij + ∂(iσj) +

(
∂i∂j −

1

3
δij4

)
σ,

I Vincoli

∂iS
i = 0

∂iσij = 0

ηijσij = 0

∂iσ
i = 0

I Conservazione ( ∂µTµν = 0)

4S = ρ̇

4σ = 3/2
(
Ṡ − P

)
4σi = 2Ṡi
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I Caso standard 

4Θ = −κρ

4 Φ = κ/2
(
ρ+ 3P − 3Ṡ

)
4 Ξi = −2κSi

2hTTij = −2κσij

I Θ, Φ e Ξi gradi statici: gauge

I hTTij risolve un'equazione d'onda: polarizzazioni �siche
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I Deviazione geodetica f(R)
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Qual è l'e�etto di R(1)?
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Conclusioni e sviluppi

1. Le onde gravitazionali in teorie f(R) sono caratterizzabili
tramite tre gradi di libertà, due tensoriali standard + uno
massivo

2. Il g.d.l. aggiuntivo si manifesta come la sovrapposizione di
due polarizzazioni distinte, breathing + longitudinale

3. Possibilità di Landau damping per il grado massivo?
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